Metric

ds^2 = ( −α^2 + a^2β^{r2} + c^2β^{z2} ) dt^2 + 2a^2β^r dt dr + 2c^2β^z dt dz + a^2 dr^2 + c^2 dz^2 + r^2 dΩ^2

Evolution of the 4-metric ȧ = − k_{rr}α a + β^ra,_r + β^za,_z + aβ^r,_r ċ = ck_{rr}α (a)^2 + 2 cβ^r r + β^rc,_r + β^zc,_z + cβ^z,_z Evolution of the Extrinsic Curvature

k̇_{rr} = − 2 (k^{rr})^2 α (a)^2

+ 2 k_{rr}β^r,_r + β^r(k_{rr}),_r + β^z(k_{rr}),_z

+ 1/2

(c)^2 (β^z,_r)^2 α − 1/2 (a)^4 (β^r,_z)^2 α (c)^2 − α,_{rr} + a,_rα,_r a − aa,_z α,_z (c)^2 + αaa,_zc,_z (c)^3 − αaa,_{zz} (c)^2 − αc,_{rr} c + αc,_ra,_r ac + 2 αa,_r ra − 8π α ( ∂ ∂r ψ )_2

Constraint Equations

Hamiltonian Constraint: 2 a,_zc,_z (c)^3 a − 2 a,_{zz} a (c)^2 − 2 c,_{rr} c (a)^2 + 2 c,_ra,_r (a)^3 c + 4 a,_r (a)^3 r − 4 c,_r (a)^2 rc

+ 2 r^{−2} − 2 1 r^2 (a)^2 − 1/2 (a)^2 (β^r,_z)^2 (c)^2 (α)^2 − β^r,_zβ^z,_r (α)^2

− 1/2 (c)^2 (β^z,_r)^2 (a)^2 (α)^2 − 6 (β^r)^2 r^2 (α)^2 − 2 (k_{rr})^2 (a)^4 − 4 k_{rr}β^r (a)^2 rα

= 8 π (Π)^2 + 8π (_∂ ∂r ψ )_2

(a)^2

+ 8π (_∂ ∂z ψ )_2

(c)^2

Momemtum Constraint (r-component) 3/2 aa,_z β^r,_z α (c)^2

+ 1/2 a,_zβ^z,_r αa + 2 c,_rk_{rr} c (a)^2 + 2 c,_rβ^r rαc + 2 k_{rr} (a)^2 r − 1/2 (a)^2 c,_zβ^r,_z

α (c)^3

+ 1/2 c,_zβ^z,_r αc + 1/2

(a)^2 β^r,_{zz} α (c)^2

+ 1/2 β^z,_{rz} α − 1/2 (a)^2 α,_zβ^r,_z (c)^2 (α)^2 − 1/2 α,_zβ^z,_r (α)^2 − 2 β^r r^2α + (k_{rr}),_r (a)^2 − 2 k_{rr}a,_r (a)^3 = −8π ( ∂ ∂r ψ ) Π (z-component) 1/2 a,_rβ^r,_z αa − 1/2 (c)^2 a,_rβ^z,_r α (a)^3

+ 1/2 β^r,_{rz} α + 3/2 cβ^z,_rc,_r α (a)^2

+ 1/2

(c)^2 β^z,_{rr} α (a)^2 − 1/2 β^r,_zα,_r (α)^2 − 1/2 (c)^2 β^z,_rα,_r (α)^2 (a)^2 − 2 a,_z β^r αra + 1/2 c,_rβ^r,_z cα − β^r,_z αr + (c)^2 β^z,_r αr (a)^2 − (k_{rr}),_z (a)^2 + 2 β^rα,_z (α)^2 r = −8π ( ∂ ∂z ψ ) Π Slicing Condition: 2 α r^2 (a)^2 − 2 α r^2 + 8 απ (_∂ ∂r ψ )_2

(a)^2 + 2 αc,_{rr} c (a)^2 + c,_rα,_r c (a)^2 + α,_{rr} (a)^2 + α,_{zz} (c)^2 − a,_rα,_r (a)^3 + 2 α,_r r (a)^2 − c,_zα,_z (c)^3 + 4 αc,_r c (a)^2 r + 8 απ (_∂ ∂z ψ )_2

(c)^2 − 4 αa,_r (a)^3 r − 2 αa,_zc,_z (c)^3 a − 2 αc,_ra,_r (a)^3 c + 2 αa,_{zz} a (c)^2 + a,_zα,_z a (c)^2 = 0

Re-ordering: 1 acr^2 ( cr^2 a α,_r ) ,_r + 1 ac ( a c α,_z ) ,_z = −2α { 1 r^2 ( 1 a^2 − 1 ) + 4π ( (ψ,_r )^2 a^2 + (ψ,_z )^2 c^2 )

− 2a,_r a^3r − a,_r c,_r a^3c + 2c,_r a^2cr + c,_{rr} a^2c + a,_{zz} ac^2 − a,_z c,_z ac^3 } Equations for the Matter

ψ̇ = αΠ + β^z ∂ ∂z ψ + β^r ∂ ∂r ψ Π̇ = αc,^{r ∂∂r} ψ c (a)^2 + β^z ∂ ∂z Π + a,_zα^∂_{∂z} ψ (c)^2 a + α,_z^∂_{∂z} ψ (c)^2 + β^r ∂ ∂r Π + α,_r^∂_{∂r} ψ (a)^2 + α^{∂2}_{∂r2} ψ (a)^2 − αa,_r^∂_{∂r} ψ (a)^3 + α^{∂2}_{∂z2} ψ (c)^2 − c,_zα^∂_{∂z} ψ (c)^3 + 2 (_∂ ∂r ψ ) α r (a)^2

Spherical Symmetry

(i.e. ∂/∂z = ∂^2/∂z^2 = 0, ∂ψ/∂r = Φ)

Evolution Equations ȧ = − k_{rr}α a + β^ra,_r + aβ^r,_r ċ = ck_{rr}α (a)^2 + 2 cβ^r r + β^rc,_r k̇_{rr} = −2 α (k^{rr})^2 (a)^2

+ 2 k_{rr}β^r,_r + β^r(k_{rr}),_r

+ 1/2

(c)^2 (β^z,_r)^2 α − α,_{rr} + a,_rα,_r a − αc,_{rr} c + αc,_ra,_r ca + 2 αa,_r ra − 8 π α Φ^2

Constraint Equations:

Hamiltonian C.: − 2 c,_{rr} c (a)^2 + 2 c,_ra,_r c (a)^3 + 4 a,_r (a)^3 r − 4 c,_r c (a)^2 r

+ 2 r^{−2}

− 2 1 (a)^2 r^2 − 1/2 (c)^2 (β^z,_r)^2 (a)^2 (α)^2 − 6 (β^r)^2 r^2 (α)^2 − 2 (k_{rr})^2 (a)^4 − 4 k_{rr}β^r (a)^2 rα

= 8 π (Π)^2 + 8 π

Φ^2 (a)^2

Hamiltonian C. II ( 2 c,_r c + 4 r^{−1} ) a,_r (a)^{−1} + ( −6 (β^r)^2 r^2 (α)^2

+ 2 r^{−2} ) (a)^2

− 4 c,_r cr − 2 c,_{rr} c − 2 r^{−2} − 1/2

(c)^2 (β^z,_r)^2 (α)^2 − 4 k_{rr}β^r rα − 2 (k_{rr})^2 (a)^2

= 8 π Π^2a^2 + 8 π Φ^2

Momentum C.: (r-component) 2 c,_rk_{rr} c (a)^2 + 2 c,_rβ^r cαr + 2 k_{rr} r (a)^2 − 2 β^r αr^2 + (k_{rr}),_r (a)^2 − 2 a,_rk_{rr} (a)^3 = −8π ( ∂ ∂r ψ ) Π Momentum C.2: (r-component)

β^r = − r^2αc,_rk_{rr} (a)^2 (c,_rr − c) − crk_{rr}α (a)^2 (c,_rr − c) − 1/2 r^2αc(k_{rr}),_r (a)^2 (c,_rr − c) + r^2αca,_rk_{rr} (a)^3 (c,_rr − c) − 4 r^2αΦΠπ c c,_rr − c (z-component) −1/2 (c)^2 a,_rβ^z,_r α (a)^3

+ 3/2 cβ^z,_rc,_r α (a)^2

+ 1/2

(c)^2 β^z,_{rr} α (a)^2 − 1/2 (c)^2 β^z,_rα,_r (α)^2 (a)^2 + (c)^2 β^z,_r rα (a)^2 = 0 Slicing Condition: − a,_rα,_r (a)^3 + 2 α (a)^2 r^2 + 2 αc,_{rr} c (a)^2 − 2 αc,_ra,_r c (a)^3 + 8 απ (_∂ ∂r ψ )_2

(a)^2 + α,_{rr} (a)^2 + 2 α,_r (a)^2 r + 4 αc,_r c (a)^2 r + c,_rα,_r c (a)^2 − 4 αa,_r (a)^3 r − 2 α r^2 = 0 Slicing Equation 2: ( −4 a,_r ar − 2 c,_ra,_r ac + 8 π Φ^2 − 2

(a)^2 r^2

+ 2 r^{−2} + 2 c,_{rr} c + 4 c,_r cr ) α + ( − a,_r a + 2 r^{−1} + c,_r c ) α,_r + α,_{rr} = 0

Equations for the Matter

ψ̇ = αΠ + β^rΦ

Π̇ = α

a^2

Φ,_r + β^rΠ,_r + ( c,_rα ca^2 + α,_r a^2 − a,_rα a^3 + 2 α ra^2 ) Φ = 1 a 1 r^2 ∂ ∂r ( r^2 α a Φ ) + c,_rα ca^2 Φ + β^rΠ,_r

Φ̇ = αΠ,_r + α,_rΠ + β^r_{,r} Φ + β^rΦ,_r = (αΠ + β^rΦ) ,_r

with the next boundary conditions:

Π,_r(0) = 0 Π̇(∞) = − ( Π,_r + 1 r Π )

Φ(0) = 0 Φ̇(∞) = − ( Φ,_r + 1 r Φ )

ψ,_r(0) = 0 ψ̇(∞) = − ( ψ,_r + 1 r ψ ) ———————————————————————————————— ———————————————————————————————— To find the boundary conditions at r = ∞, we assume that the spacetime is flat.

Π̇ = Φ,_r + 2 r Φ (1) Φ̇ = Π,_r (2)

This results in the next second order equation for ψ:

ψ̈ = ψ,_{rr} + 2 r ψ,_r. (3) This equation can be rewritten as: ¨(rψ) = (rψ) ,_{rr} (4)

Therefore rψ = f(r − t) is an approximation of outgoing b.c. The equation that ψ satisfices is then:

ψ + rψ,_r + rψ̇ = 0 (5)

Taking the spatial derivative of this equation, we get: 2Φ + rΦ,_r + Π + rΠ,_r = 0, (6) which using the eom can be written as: Π̇ + Π,_r + 1 r Π (7)

If in (6) we use the approximation at large r of (5) (Π = −Φ) we get the other b.c.:

Φ + rΦ,_r + rΦ̇ = 0 (8) ———————————————————————————————— ————————————————————————————————